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Introduction
Pour un groupe G re´ductif et connexe sur C, le ce´le`bre the´ore`me de Borel-
Weil-Bott de´crit tre`s simplement les groupes de cohomologie des fibre´s en
droites sur lesG−varie´te´s de drapeaux, au moyen des repre´sentations irre´ductibles
de G. Notre but est d’e´tablir un re´sultat analogue pour une autre famille
de varie´te´s : les compactifications e´quivariantes du groupe G. Comme celui-
ci est un espace homoge`ne pour l’action, par multiplication a` gauche et a`
droite, de G × G, ces compactifications admettent une description combi-
natoire qui re´sulte de la the´orie des plongements des espaces homoge`nes
sphe´riques (cf. [LV]). On peut meˆme obtenir une description combinatoire
des fibre´s en droites L sur une compactification e´quivariante X.
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Nous exprimons ici les groupes de cohomologie de L sur X, en fonction
de ces donne´es combinatoires. Pour un reveˆtement fini G˜ de G, tel que L est
G˜× G˜−line´arisable†, ces groupes H i(X,L) sont en fait des G˜× G˜−modules
(pour tout i ≥ 0). Notre the´ore`me principal (2.1) donne leurs multiplicite´s
selon chaque G˜×G˜−module simple. Ce re´sultat fait intervenir des≪ objets
toriques≫ et, pour y parvenir, j’utilise le complexe de Grothendiek-Cousin,
tel qu’il a e´te´ introduit notamment dans [Ke78]. C’est un complexe fait de
groupes de cohomologie a` support dans les B × B− orbites de X (on note
B et B− deux sous-groupes de Borel oppose´s de G) et dont l’homologie est
exactement la cohomologie H∗(X,L).
Dans le contexte des varie´te´s de drapeaux, le complexe correspondant
permet de retrouver directement le the´ore`me de Borel-Weil-Bott. Pour ce
qui concerne les compactifications, on a besoin d’analyser un peu plus les
groupes de cohomologie a` support qui apparaissent. Si g est l’alge`bre de Lie
de G, ce sont des repre´sentations de g × g. On en donnera des filtrations
avec des gradue´s associe´s plus familiers, en se servant de la structure de la
compactification. Cela suffira pour calculer les multiplicite´s cherche´es.
Auparavant (cf. la proposition 4.7), ces filtrations auront mis en lumie`re
l’utilite´ de conside´rer G dans une compactification, pour pre´ciser la structure
de certains g × g−modules inte´ressants du point de vue de la the´orie des
repre´sentations, comme, par exemple, les groupes de cohomologie de G a`
support dans les doubles classes BwB−.
Lorsque G est un tore, les compactifications sont les varie´te´s toriques
comple`tes ; dans ce cas, les groupes de cohomologie des fibre´s en droites
ont e´te´ de´termine´s par Demazure (cf. [De70]). Notre re´sultat est aussi une
ge´ne´ralisation de ce the´ore`me de Demazure.
D’autre part, lorsque G est semi-simple adjoint, une compactification
particulie`re deG est sa compactification magnifique construite par De Concini
et Procesi. Pour cette compactification, notre re´sultat a e´te´ de´montre´ par
la meˆme me´thode, de manie`re inde´pendante par S. Kato (cf. [K]), et aussi
annonce´ dans [Tch].
Notations
Ici G sera un groupe re´ductif et connexe sur C, d’alge`bre de Lie g. On
choisira B un de ses sous-groupes de Borel et T un tore maximal de B ;
on appellera B− le sous-groupe de Borel oppose´ a` B, relativement a` T ( i.e.
tel que B− ∩ B = T ). Soient Φ et W le syste`me de racines et le groupe de
Weyl de (G,T ). On notera Φ+ l’ensemble des racines positives, Φ− celui
des racines ne´gatives, ρ la demi-somme des racines positives, et, si w ∈W ,
w ∗ λ := w(λ + ρ) − ρ pour tout caracte`re λ de T . Soient ∆ la base de Φ
†Un tel reveˆtement existe toujours cf. [KKLV, remarque p.67].
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de´finie par B, l la fonction longueur correspondante sur W et w0 l’e´le´ment
le plus long de W . Le rang de G, c-a`-d le cardinal de ∆, sera note´ r.
Les varie´te´s conside´re´es dans ce texte seront des varie´te´s alge´briques sur C.
1 Rappels sur les compactifications de groupes
Apre`s la de´finition ge´ne´rale des compatifications de groupes, on s’inte´ressera
surtout aux compactifications re´gulie`res. On rappelle cette notion en 1.2 et
aussi les donne´es combinatoires qui caracte´risent les faisceaux inversibles sur
ces varie´te´s.
1.1 De´finition ge´ne´rale
On appelle compactification (e´quivariante) de G toute varie´te´ comple`te, nor-
male qui contient G comme ouvert et ou` l’action par multiplication a` gauche
et a` droite de G×G sur G se prolonge.
∗ ∗ ∗
Par exemple, si G = SL(2,C) et si M(2,C) est l’espace des matrices
d’ordre 2, la quadrique de P4 :
Q :=
{
[M : t] ∈ P(M(2,C)) ×C : detM = t2
}
est munie d’une action de G×G de´finie par :
G×G× Q −→ Q
(g0, g1, [M : t]) 7−→ [g0Mg
−1
1 : t]
.
Pour cette action et pour l’inclusion :
G −→ Q
M 7−→ [M : 1]
,
Q est une compactification lisse de G.
∗ ∗ ∗
Voici un autre exemple : si G = PGL(2,C) = SL(2,C)/{±Id}, alors
l’espace projectif P(M(2,C)) est une compactification lisse de G.
∗ ∗ ∗
D’apre`s [B98], dans une compactification du groupe G, tout point fixe´
par le tore maximal T × T appartient a` une orbite ferme´e de G×G. Nous
verrons plus loin (cf. la partie 4.3) que c’est un avantage, par rapport aux
compactifications d’autres espaces homoge`nes sphe´riques, pour de´terminer
la cohomologie des fibre´s en droites.
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1.2 Compactifications re´gulie`res
La notion de varie´te´ re´gulie`re a e´te´ introduite par Bifet, De Concini et
Procesi dans [BCP], cf. aussi [B98, §1.4] et [BB96] :
De´finition 1 On dit qu’une varie´te´ X, munie d’une action de G est re´gulie`re
si sont ve´rifie´es :
1. X est lisse et a une G−orbite ouverte et dense X0G dont le comple´mentaire
est un diviseur a` croisements normaux. On appellera diviseurs lim-
itrophes les composantes irre´ductibles de X −X0G.
2. Chaque adhe´rence de G−orbite est l’intersection transverse des di-
viseurs limitrophes qui la contiennent.
3. Si x ∈ X alors sur l’espace normal a` G·x dans X, le groupe d’isotropie
de x, agit avec une orbite dense.
De´finition 2 Les compactifications re´gulie`res de G sont les compactifica-
tions (e´quivariantes) X de G qui sont re´gulie`res comme G×G−varie´te´s.
Exemples :
—Les varie´te´s toriques comple`tes lisses sont les compactifications re´gulie`res
des tores.
— La compactification Q de 1.1 est une compactification re´gulie`re.
— Pour un groupe adjoint G (i.e. de centre trivial), De Concini et Pro-
cesi ont construit (Cf. [DCP]) une compactification lisse, ≪ canonique ≫,
ou≪ magnifique≫, G, de G ; on peut la de´finir comme l’unique compactifi-
cation re´gulie`re de G avec une seule G×G−orbite ferme´e. L’espace projectif
P(M(2,C)) est, par exemple, la compactification magnifique de PGL(2,C).
∗ ∗ ∗
Jusqua` la fin X sera une compactification re´gulie`re de G.
Avant d’e´noncer le the´ore`me principal sur les groupes de cohomologie,
fixons les notations qui concernent X :
1.2.1 Caracte´risation combinatoire de la compactification
On fait d’abord appel a` deux re´seaux en dualite´ : le re´seau X des caracte`res
de T et celui, Y, des sous-groupes a` un parame`tre de T . On posera X
R
:=
X⊗
Z
R et Y
R
:= Y⊗
Z
R. On notera :
〈 , 〉 : X
R
× Y
R
→ R
le crochet de dualite´ usuel.
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Soit :
C+ := {ν ∈ Y
R
: ∀ α ∈ ∆, 〈α, ν〉 ≥ 0}
l’adhe´rence de la chambre de Weyl positive.
∗ ∗ ∗
On va de´finir une subdivision de C+ associe´e a` X.
Pour cela, soit T l’adhe´rence de T dans X. Sur G, la restriction de
l’action de G×G a` la diagonale de T , diag(T ), est donne´e par :
∀ g ∈ G, ∀ t ∈ T, (t, t).g = tgt−1 .
Elle se prolonge a` X. La varie´te´ des points fixe´s par le tore diagonal diag(T )
est lisse (cf. [Iv72, prop. 1.3]) et T en est une composante irre´ductible.
Pour l’action de T a` gauche (i.e. pour l’action de T × {1}), T est donc une
varie´te´ torique comple`te lisse ; on note E l’e´ventail associe´ a` T . Comme T
est comple`te, E est une subdivision de Y
R
(i.e. :
⋃
σ∈E
σ = Y
R
) et comme T
est invariant par l’action de la diagonale du groupe de Weyl :
diag(W ) := {(w,w) : w ∈W} ,
E est aussi W−invariant. Il re´sulte de [B98, prop. A2] que E = WE+ ou`
E+ est la subdivision de C+ forme´e des coˆnes de E contenus dans C+. De
manie`re analogue au cas torique, les coˆnes de l’e´ventail E+ parame`trent des
orbites : les G × G−orbites de X (cf. encore [B98, prop. A2]). Pour tout
σ ∈ E+, on de´signe par zσ le point-base correspondant dans T et par Oσ sa
G × G−orbite. On dira que zσ est le point-base de l’orbite Oσ . Parfois on
notera zOσ le point zσ.
Les G×G−orbites ferme´es de X correspondent aux coˆnes de E+ de di-
mension maximale r. Lorsque σ est un tel coˆne, zσ a pour groupe d’isotropie
B− ×B ; d’ou` :
(G×G) · zσ ≃ G/B
− ×G/B
(cf. [B98, prop. A1 ii)]).
Remarque : Re´ciproquement, toute subdivision de C+ dont tous les
coˆnes sont lisses (c-a`-d engendre´s par un de´but de base du re´seau Y) corre-
spond a` une compactification re´gulie`re de G. Par exemple, la subdivision
triviale forme´e de C+ et de ses faces de´finit la compactification magnifique
de G (si G est adjoint).
∗ ∗ ∗
On va maintenant pre´ciser les ≪ objets toriques ≫ correspondant aux
faisceaux inversibles sur X.
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1.2.2 Caracte´risation combinatoire des faisceaux inversibles
On choisit au pre´alable une isoge´nie r : G˜ → G telle que Pic(G˜) = (0) (cf.
[Iv76] ou [KKLV, prop. 4.6]). Tous les faisceaux inversibles sur X sont alors
G˜× G˜−line´arisables.
On notera B˜, B˜−, T˜ , X˜, Y˜ les ensembles correspondants a` B, B−, T , X,
Y pour G˜.
Graˆce a` la parame´trisation des fibre´s en droites sur les varie´te´s sphe´riques
de [B89, §2.2], on obtient† celle des fibre´s en droites sur X par les fonctions
line´aires par morceaux sur C+, adapte´es a` la subdivision E+. Il s’agit des
applications h : C+ → R telles que pour tout coˆne σ de E+ et tout n ∈ σ,
h(n) = 〈hσ, n〉, pour un certain hσ ∈ XR.
The´ore`me 1.1 ( [B89, §2.2] ) E´tant donne´e une fonction line´aire par morceaux
h : C+ → R a` valeurs entie`res sur Y˜∩C+ et adapte´e a` l’e´ventail E+, il existe
un faisceau L , inversible et G˜ × G˜−line´arise´ sur X, tel que, pour toute
orbite ferme´e Oσ (σ coˆne maximal de E
+), le groupe B˜− × B˜ ope`re avec le
caracte`re (hσ ,−hσ) dans la fibre L |zσ .
A isomorphisme de faisceaux G˜×G˜−line´arise´s sur X pre`s, L est unique
et on le note : Lh.
On obtient ainsi, a` isomorphisme de OX−modules pre`s, tous les fais-
ceaux inversibles sur X ✷
On conservera cette notation Lh pour le faisceau inversible
et G˜ × G˜−line´arise´ sur X correspondant a` la fonction line´aire
par morceaux h.
Remarque : D’apre`s [KKV, lemme 2.2], deux line´arisations (pour
G˜× G˜) d’un meˆme faisceau inversible L sur X diffe`rent d’un caracte`re de
G˜× G˜. En conse´quence, c’est a` translation pre`s par un caracte`re de G˜ que
le faisceau L de´finit la fonction h.
2 Description de la cohomologie des faisceaux in-
versibles sur une compactification de groupe
En premier lieu, on e´nonce le the´ore`me principal pour une compactification
re´gulie`re. Ensuite, on en donnera une version dans le cas particulier des
compactifications magnifiques.
Remarque : Si X est une compactification e´quivariante quelconque
de G (i.e. seulement normale), alors, d’apre`s [B90], il existe une compacti-
fication re´gulie`re X˜ de G et un morphisme propre et birationnel π : X˜→ X
tel que :
1) π∗O
X˜
= OX 2) ∀ i > 0, R
iπ∗O
X˜
= (0) .
†On utilise en particulier que X admet un recouvrement par des ouverts isomorphes a`
des espaces affines et les trivialisations des fibre´s en droites restreints a` ces ouverts.
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En particulier, pour tout faisceau inversible L sur X, on a : H i(X,L ) =
H i(X˜, π∗L ) pour tout i. Notre the´ore`me 2.1 est donc valable, en toute
ge´ne´ralite´, pour les groupes de cohomologie des fibre´s en droites sur les
compactifications e´quivariantes de G.
2.1 Cas re´gulier
Soit h une fonction line´aire par morceaux sur C+, adapte´e a` E+ et a` valeurs
entie`res sur Y˜ ∩ C+.
Les groupes de cohomologie H i(X,Lh) sont des modules de dimension
finie sous le groupe G˜ × G˜. Ils se de´composent donc en somme directe de
repre´sentations irre´ductibles. Notons X+ (respectivement X˜+) l’ensemble
des caracte`res dominants de X (respectivement de X˜). Pour chaque µ ∈ X˜+,
soit L(µ) le G˜−module simple de plus haut poids µ. Les seuls modules
simples apparaissant dans la de´composition des groupes de cohomologie
H i(X,Lh) sont les
End(L(µ)) = L(µ)⊗ L(−w0µ), µ ∈ X˜
+ .
Nous allons exprimer leurs multiplicite´s au moyen des ensembles :
V (h, λ) := {n ∈ C+ : 〈λ, n〉 − h(n) > 0}
ou` λ ∈ X
R
. Pour abre´ger, on note h + X l’ensemble des caracte`res µ ∈ X
R
tels que µ− hσ ∈ X pour tout coˆne maximal σ de E
+. On pose aussi
Jt := {α ∈ ∆ : t
−1(α) < 0}
et, pour chaque α ∈ ∆,
α⊥ := {n ∈ C+ : 〈α, n〉 = 0} .
On utilisera la notation H∗( , ) pour les groupes de cohomologie relative
de parties de Y
R
a` valeurs dans R (cf. par exemple [Spa, cha. 5, sec. 4,
ex.5]).
Cela e´tant pose´ :
The´ore`me 2.1 On a un isomorphisme de G˜× G˜−modules :
H i(X,Lh) ≃
⊕
µ∈X˜+
mih(µ)End(L(µ))
ou` pour tout poids entier dominant µ et tout entier i, la multiplicite´ mih(µ)
est e´gale a` :
∑
t∈W \ {1}
dimH i−2l(t)−1
V (h, t ∗ µ), V (h, t ∗ µ) ∩ ⋃
α∈Jt
α⊥

+dimH i(C+, V (h, µ))
si µ ∈ h+ X et mih(µ) = 0 sinon.
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*Afin d’illustrer cette formule complique´e, voici quelques remarques et
exemples :
1.— Avec un G˜ choisi de sorte que pour tout µ ∈ X˜ et pour toute coracine
α∨, on ait : 〈µ, α∨〉 ∈ Z, la condition µ ∈ h+ X s’e´crit :
∀ n ∈ Y ∩ C+, 〈µ, n〉 − h(n) ∈ Z .
2.— Lorsque G = T , on a dans ce cas :
W = {1}, ∆ = ∅ et C+ = Y
R
.
On retrouve le re´sultat de Demazure (cf. par exemple [O88, th. 2.6])
:
mih(µ) = dimH
i(Y
R
, V (h, µ)) .
Toutefois, ce re´sultat est en fait utilise´ dans la de´monstration (cf. la
section 5.4).
3.— Lorsque i = 0, on obtient tout de suite :
m0h(µ) =
{
1 si pour tout n ∈ C+, 〈µ, n〉 ≤ h(n) et si µ ∈ h+ X
0 sinon .
C’est un re´sultat de´ja` connu (cf. par exemple [Bi90, th. du §3.4]).
5.— Soit X(E+) la varie´te´ torique associe´e a` l’e´ventail E+. C’est un ouvert
de T et, lorsque i = 0, 1, ou 2, on obtient :
mih(µ) = dim
(
H i(X(E+),Lh)
)
µ
la dimension de l’espace propre associe´ au caracte`re µ.
∗ ∗ ∗
5.— On va maintenant voir un exemple de calcul ou` l’on trouve une multi-
plicite´ > 1. Lorsque G = PGL(3,C), et G˜ = SL(3,C), les groupes de
cohomologie des fibre´s en droites sur la compactification magnifique
G sont des repre´sentations de SL(3,C) × SL(3,C) sans multiplicite´
(c-a`-d que leurs multiplicite´s sont 0 ou 1), cf. la remarque 4 p. 15. Ce
n’est plus le cas pour les compactifications ge´ne´rales du meˆme groupe.
Soient α, β les e´le´ments de la base ∆. On note {ω∨α , ω
∨
β } la base duale
de {α, β} dans Y.
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Soit X l’e´clate´ de la compactification magnifique de G le long de son
unique G×G−orbite ferme´e. C’est aussi la compactification re´gulie`re
de G associe´e a` la subdivision suivante de la chambre de Weyl positive
:
C+ = σα
⋃
σβ ,
ou` :
σα := R+ω
∨
α +R+(ω
∨
α + ω
∨
β )
et :
σβ := R+(ω
∨
α + ω
∨
β ) +R+ω
∨
β .
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Figure 1: L’e´ventail E+
Soit h la fonction de´finie par :
h(n) =
{
〈β − 2α, n〉 si n ∈ σα
〈α− 2β, n〉 si n ∈ σβ
(il n’y a pas d’ambigu¨ite´). Notons Lh le faisceau inversible correspon-
dant sur X.
On va montrer que la multiplicite´ de la repre´sentation triviale End(L(0))
dans H3(X,Lh) vaut 2.
On remarque d’abord que le caracte`re 0 ∈ h + X. Ensuite, puisque si
t ∈W :
3− 2l(t)− 1 ≥ 0⇔ l(t) ≤ 1 ,
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on a d’apre`s le meˆme the´ore`me :
m3h(0) =
∑
t∈{sα,sβ}
dimH0
V (h, t ∗ 0), V (h, t ∗ 0) ∩ ⋃
δ∈Jt
δ⊥

+dimH3(C+, V (h, 0)) .
Or, d’une part :
V (h, 0) = {n ∈ C+ : h(n) < 0}
=
{
nαω
∨
α + nβω
∨
β : (nα, nβ) ∈ R
2
+ \ {(0, 0)}
}
donc : H3(C+, V (h, 0)) = (0).
D’autre part, on montre que :
V (h, sα ∗ 0) = {n ∈ C
+ : −〈α, n〉 − h(n) > 0}
=
{
nαω
∨
α + nβω
∨
β : (nα, nβ) ∈ R
2
+ \ {(x, x) : x ≥ 0}
}
et :
V (h, sα ∗ 0) ∩ α
⊥ = R∗+ωβ .
D’ou` :
H0(V (h, sα ∗ 0), V (h, sα ∗ 0) ∩ α
⊥)
= H0(R+ ×R
∗
+, {0} ×R
∗
+)⊕H
0(R∗+ ×R+, ∅) = R .
On montre de meˆme, que :
V (h, sβ ∗ 0) =
{
nαω
∨
α + nβω
∨
β : (nα, nβ) ∈ R
2
+ \ {(x, x) : x ≥ 0}
}
et que :
V (h, sβ ∗ 0) ∩ β
⊥ = R∗+ωα .
Donc : H0(V (h, sβ ∗ 0), V (h, sβ ∗ 0) ∩ β
⊥) = R .
On a ainsi : m3h(0) = 2. Q.e.d.
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2.2 Cas de la compactification magnifique
Soit Gad le groupe adjoint de G (le quotient de G par son centre) et Gad sa
compactification magnifique (cf. la section 1.2). On peut prendre pour G˜ad
le reveˆtement universel de Gad. Les faisceaux inversibles sur Gad sont alors
simplement donne´s par un poids entier λ ∈ X˜. Soit z l’unique point fixe de
Gad pour B
− × B et pour chaque λ ∈ X˜, soit Lλ le faisceau inversible et
G˜ad × G˜ad−line´arise´ sur Gad tel que le groupe B˜− × B˜ ope`re dans la fibre
L |z avec le caracte`re (λ,−λ).
On note aussi Q :=
∑
α∈∆ Zα le re´seau radiciel et pour chaque t ∈ W ,
Qt :=
{∑
α∈∆ γαα ∈ Q : γα > 0⇔ t
−1(α) < 0
}
.
On a :
The´ore`me 2.2 Comme G˜ad × G˜ad−modules, pour tout i ≥ 0 :
H i(Gad,Lλ) =
⊕
µ∈X˜+
miλ(µ)End(L(µ))
avec chaque multiplicite´ miλ(µ) valant le nombre de t ∈ W tels qu’a` la fois
2l(t) + |Jt| = i et t ∗ µ ∈ λ+Qt.
∗ ∗ ∗
Ce the´ore`me 2.2 est un cas particulier du the´ore`me 2.1 comme nous
allons le voir tout de suite. On remarque d’abord que, dans ce cas, h est
simplement un caracte`re λ de X˜. Soit µ ∈ X˜+. On a alors :
V (λ, µ) = {n ∈ C+ : 〈µ, n〉 − 〈λ, n〉 > 0} .
La condition µ ∈ h+ X du the´ore`me signifie que µ− λ ∈ X.
On fixe ensuite ν ∈ X. Soit V := {n ∈ C+ : 〈ν, n〉 > 0}. On va montrer
(et cela suffira) que, pour tout j ≥ 0 et tout t ∈W \ {1} :
Hj(V, V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) = R si j = |Jt| − 1 et si ν ∈ Qt
et que Hj(V, V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) = (0) dans tous les autres cas.
Comme cela est vrai lorsque V = ∅, on va maintenant supposer que V
n’est pas vide.
Puisque V est convexe, on a, pour tout j :
Hj(V, V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) = H˜j−1(V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥)
ou` H˜∗( ) de´signe la cohomologie re´duite (cf. par exemple [Spa, Chap. 5, sec
4, §2]).
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Avec la base duale {ω∨α : α ∈ ∆} de ∆ dans Y, on de´finit une fonction :
p :
{
C+ −→ RJt+
n =
∑
δ∈∆ nδω
∨
δ 7−→
∑
δ∈Jt nδω
∨
δ
.
Cette application p est continue et on s’aperc¸oit que, restreinte a` V ∩⋃
α∈Jt α
⊥, ses fibres sont convexes :
∀ n0 ∈ RJt+ , {n ∈ V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥ : p(n) = n0}
= ∅ ou {n = n1 + n0 : n1 ∈ R
∆ \ Jt
+ et 〈ν, n
1〉 > −〈ν, n0〉} .
On en de´duit graˆce a` une suite spectrale de Leray (cf. [Go, chap. II,
the´ore`me 4.17.1]) que :
H˜j−1(V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) = H˜j−1(p(V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥))
pour tout j.
Mais, si on note ∂RJt+ le bord de R
Jt
+ , sont ve´rifie´es :
p(V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) = {n ∈ RJt+ ∩
⋃
α∈Jt
α⊥ : ∃ n1 ∈ R
∆ \ Jt
+ , 〈ν, n〉+ 〈ν, n
1〉 > 0}
= R+Jt ∩
 ⋃
α∈Jt
α⊥ \ {n ∈ RJt+ ∩
⋃
α∈Jt
α⊥ : 〈ν, n〉 ≤ − sup
n1∈R
∆ \ Jt
+
〈ν, n1〉}

= ∂RJt+ ou ∂R
Jt
+ \ {n ∈ ∂R
Jt
+ : 〈ν, n〉 ≤ 0} .
Donc p(V ∩
⋃
α∈Jt α
⊥) est un espace contractile sauf s’il est de la forme :
(✸) ∂RJt+ \ {0} .
Dans ce cas, p(V ∩
⋃
α∈Jt α
⊥) est home´omorphe a` R|Jt|−1 \ {0} et :
H˜j−1(V ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) =
{
0 si j − 1 6= |Jt| − 2
R si j − 1 = |Jt| − 2
(cf. par exemple [Spa, chap. 4, the´ore`me 6]).
On est dans cette situation (✸) si et seulement si :
{n ∈ ∂RJt+ : 〈ν, n〉 ≤ 0} = {0}
et on ve´rifie que c’est e´quivalent a` : ν ∈ Qt .
Finalement, pour tout t ∈W \ {1}, tout i ≥ 0 et tous λ, µ, on retrouve
que :
H i−2l(t)−1(V (λ, t ∗ µ), V (λ, t ∗ µ) ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) = R
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si i = 2l(t) + |Jt| et t ∗ µ ∈ λ+Qt et que dans tous les autres cas :
H i−2l(t)−1(V (λ, t ∗ µ), V (λ, t ∗ µ) ∩
⋃
α∈Jt
α⊥) = (0) .
Q.e.d.
Remarques et exemples :
1.— Pour tout poids entier dominant µ et tout faisceau inversible L sur
Gad, la multiplicite´ du G˜× G˜−module⊕
i≥0
H i(Gad,L )
selon End(L(µ)) est majore´e par l’ordre de W .
2.— Quel que soit le poids entier dominant µ, l’ensemble des degre´s i en
lesquelsH i(Gad,L ) a une multiplicite´ non nulle selon End(L(µ)), pour
au moins un faisceau inversible L est exactement :
{2l(t) + |Jt| : t ∈W} .
On en de´duit, par exemple, que si i = 1, 2, ou 4, alors :
H i(Gad,Lλ) = (0)
pour tout groupe G et tout caracte`re λ.
3.— Soit {ωα : α ∈ ∆} la base des poids fondamentaux. Posons pour toute
partie J de ∆ :
PJ :=
{∑
α∈∆
pαωα : ∀ α, pα ∈ Z et [pα < −1⇔ α ∈ J ]
}
QJ :=
{∑
α∈∆
qαα : ∀ α, qα ∈ Z et [qα > 0⇔ α ∈ J ]
}
.
Avec ces notations, si µ est dominant, la bijection w 7→ w ∗ µ de W
sur W ∗ µ induit une bijection :
{t ∈W : t ∗ µ ∈ λ+Qt}
∼
→
⋃
J⊆∆
{ν ∈W ∗ µ ∩ (λ+QJ) ∩ PJ} .
Si ν est un poids entier tel que ν + ρ est re´gulier, alors on note ν+
l’unique poids dominant de W ∗ ν. On de´duit de la bijection ci-dessus
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que l’ensemble des poids entiers ν tels que End(L(ν+)) apparaisse dans
la de´composition de la repre´sentation :⊕
i≥0
H i(Gad,Lλ)
est exactement l’ensemble :⋃
J⊆∆
(λ+QJ) ∩ PJ .
4.— On obtient aussi que, pour tous les groupes adjoints G de rang 2, les
multiplicite´s miλ(µ) sont 0 ou 1.
En effet, soit ∆ := {α, β} ; soient w1, w2 ∈W ve´rifiant :{
wj ∗ µ ∈ λ+Qwj
2l(wj) + |Jwj | = i
pour j = 1, 2 et un 0 < i < dimG (si i = 0 ou dimG, on sait de´ja` que
les multiplicite´s miλ(µ) sont 0 ou 1).
On a alors Jwj = {α} ou {β}. Si Jw1 = Jw2 , alors l(w1) = l(w2). On
ve´rifie que cela entraˆıne : w1 = w2.
Si Jw1 6= Jw2 , alors on a :
λ+Q{α} ∩ P{α} 6= ∅ et λ+Q{β} ∩ P{β} 6= ∅ .
Mais cela est impossible pour chacun des syste`mes A1×A1, A2, B2, G2.
5.— On de´duit aussi de la formule du the´ore`me 2.2 que pour tout G et
tout caracte`re λ ∈ X˜, les repre´sentations H3(Gad,Lλ) sont sans mul-
tiplicite´. En effet, on a :
2l(w) + |Jw| = 3⇔ ∃ α ∈ ∆, w = sα .
De plus, si µ ∈ X˜+, λ ∈ X˜ et α, β ∈ ∆, alors :
sα ∗µ ∈ λ+Qsα et sβ ∗µ ∈ λ+Qsβ ⇒ sα ∗µ− sβ ∗µ ∈ Qα−Qβ (∗∗) .
Mais comme : sα ∗ µ − sβ ∗ µ = −(〈µ, α
∨〉+ 1)︸ ︷︷ ︸
<0
α + (〈µ, β∨〉+ 1)︸ ︷︷ ︸
>0
β et
puisque : Qα−Qβ ⊆ Z>0α−Z>0β+Z(∆ \ {α, β}), il faut que α = β
pour que la condition (∗∗) soit ve´rifie´e.
6.— Les multiplicite´s miλ(µ) peuvent ne´anmoins eˆtre diffe´rentes de 0 ou 1
: si par exemple, G = PSO(8,C) (c’est le type D4), on peut montrer
a` l’aide de 3.— que pour i = 5 :
∀ µ ∈ X˜+, ∃ λ ∈ X˜, m5λ(µ) = 3 .
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7.— Contrairement au cas du the´ore`me de Borel-Weil-Bott, il peut arriver
arriver que miλ(µ) > 0 pour plus d’un degre´ i (λ et µ e´tant fixe´s). Par
exemple, lorsque G est le groupe adjoint de type F4, on obtient graˆce
au the´ore`me 2.2 qu’il existe une infinite´ de caracte`res λ ∈ X˜ tels que
m10λ (0) > 0 et m
11
λ (0) > 0.
∗ ∗ ∗
Maintenant, on va de´montrer le the´ore`me 2.1.
On aura besoin de g, l’alge`bre de Lie de G. On notera aussi U(g) son
alge`bre enveloppante.
On proce`de en trois grandes e´tapes. On commencera dans la section qui
suit par rappeler la de´finition des groupes de cohomologie a` support et le
complexe de Grothendieck-Cousin ; ceux-la` apparaissant dans celui-ci. Dans
le contexte du fibre´ en droitesLh sur la compactificationX, ce complexe a un
double inte´reˆt. Non seulement son homologie est exactement la cohomologie
H∗(X,Lh) mais, ses termes, qui sont des groupes de cohomologie a` support,
sont aussi des repre´sentations de g× g dont on peut de´crire pre´cise´ment les
sous-quotients simples de dimension finie, avec leurs multiplicite´s. On va
e´tudier ces groupes de cohomologie au cours de la deuxie`me e´tape. Pour
cela, on ne perdra rien en se plac¸ant dans le cadre plus ge´ne´ral des varie´te´s
re´gulie`res. Graˆce a` cette e´tude, on pourra en la dernie`re e´tape e´liminer
la plupart des termes du complexe de Grothendieck-Cousin. Pour ceux
qui resteront, on se rame`nera d’abord a` la de´termination de groupes de
cohomologie a` support dans des varie´te´s qui sont ≪ presque des espaces
affines ≫. Enfin pour conclure, on re´duira tout a` un calcul dans le contexte
torique.
3 Cohomologie a` support
Avec la de´finition des groupes de cohomologie a` support, on redonne un
re´sultat d’annulation qu’on utilisera souvent.
3.1 De´finition et the´ore`me d’annulation
Soient X un espace topologique et Z2 ⊆ Z1 ⊆ X deux ferme´s de X. Soit F
un faiseau abe´lien sur X.
De´finition 3 On note ΓZ1/Z2(F) le quotient de groupes abe´liens :
{σ ∈ F(X) : σ |X \ Z1= 0} / {σ ∈ F(X) : σ |X \ Z2= 0} .
On appelle alors≪ i−e`me groupe de cohomologie de F a` support dans Z1/Z2
≫, et on note H iZ1/Z2(F), le i−e`me groupe de´rive´ a` droite du foncteur :
F 7→ ΓZ1/Z2(F) .
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Si Z est seulement localement ferme´ dans X, on de´finit : H iZ(F) := H
i
Z/Z \ Z
(F).
Cette notion ge´ne´ralise celle de cohomologie ≪ tout court ≫, en effet :
H iX(F) = H
i(X,F). A` l’oppose´, pour tout i : H i∅(F) = H
i
Z/Z(F) = (0).
Dans le contexte des varie´te´s on a :
The´ore`me 3.1 ([Ke78, th. 9.5 et 9.6]) Soit X une varie´te´ lisse et irre´ductible,
Z une sous-varie´te´ affine de X, lisse et irre´ductible. Alors, pour tout fais-
ceau F cohe´rent et localement libre sur X, on a :
∀ i 6= codim(Z,X), H iZ(F) = (0) .
Remarque : La condition ≪sous-varie´te´ affine, lisse et irre´ductible≫
est par exemple ve´rifie´e par les B−orbites de X, pour un groupe connexe et
re´soluble B qui ope`re sur X.
∗ ∗ ∗
Rappelons aussi que pour une G−varie´te´ X, pour une sous-varie´te´ quel-
conque Z de X et pour un faisceau G˜−line´arise´ sur X, G. Kempf a montre´
que les groupes de cohomologie H iZ(F) sont naturellement des g−modules
(cf. [Ke78, 11.1, 11.3, 11.6]).
3.2 The´ore`me de Grothendieck-Cousin
Ce the´ore`me met en lumie`re le roˆle de la cohomologie a` support.
The´ore`me 3.2 ([MuR],[Boz],[Ke78],[Ha66]) Soit X un espace topologique.
Soit X ⊇ Z0 ⊇ Z1 ⊇ . . . ⊇ Zn ⊇ Zn+1 = ∅ une filtration de X par des sous-
espaces ferme´s.
a) Pour tout faisceau F abe´lien sur X, on a un complexe, le≪ complexe
de Grothendieck-Cousin ≫ :
0→ H0Z0/Z1(F)
d0
→ H1Z1/Z2(F)
d1
→ . . .
dn−1
→ HnZn(F)→0 .
b) Si de plus la condition suivante est ve´rifie´e :
∀ p, ∀ q 6= 0, Hp+qZp/Zp+1(F) = (0) (✶) ,
alors pour tout i ≥ 0, H iZ0(X,F) est le i-e`me groupe d’homologie du
complexe :
0→ H0Z0/Z1(F)
d0
→ H1Z1/Z2(F)
d1
→ . . .
dn−1
→ HnZn(F)
dn
→ 0 .
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∗ ∗ ∗
D’apre`s le the´ore`me 3.1, la condition (✶) est ve´rifie´e quand les trois
suivantes sont remplies :
• X est une varie´te´ alge´brique lisse et irre´ductible,
• F est un faisceau cohe´rent et localement libre sur X,
• pour tout p ≥ 0, la sous-varie´te´ Zp \ Zp+1 est vide, ou est lisse et de
codimension pure † = p dans X.
∗ ∗ ∗
Appliquons ce the´ore`me au faisceau inversible Lh et a` la compactification
re´gulie`re X. On a donc besoin d’une filtration de X par des ferme´s. Notons
Zp la re´union des B×B
−−orbites de X de codimension ≥ p (p est un entier
positif). On conside´rera la filtration :
X = Z0 ⊇ Z1 . . . ⊇ . . .
Puisque la varie´te´ X n’a qu’un nombre fini de B × B−−orbites (cf. [B98,
§2.1]) et que l’adhe´rence d’une orbite est une union d’orbites de codimension
plus grande, pour tout p ≥ 0, les Zp sont des ferme´s.
∗ ∗ ∗
On va analyser le complexe de Grothendieck-Cousin qui apparaˆıt :
0→ H0Z0/Z1(Lh)→ H
1
Z1/Z2
(Lh)→ . . .
C’est un complexe de g× g−modules dont le p−ie`me terme est :
HpZp/Zp+1(Lh) = H
p
Zp−Zp+1
(Lh) =
⊕
Ω
HpΩ(Lh) ,
cette somme se faisant sur les B × B−−orbites Ω de X de codimension p.
De plus, comme le faisceau Lh est G˜ × G˜−line´arise´ sur X, pour toutes les
B ×B−orbites Ω de X, l’action de l’alge`bre de Lie de B × B− s’inte`gre en
une action (rationnelle) du groupe B˜× B˜−. On dit que les groupes HpΩ(Lh)
sont des g× g− B˜ × B˜−−modules (cf. [Ke78, pp. 373, 374, 384]). Pour les
e´tudier, on va en donner des filtrations. C’est l’objet de la partie qui suit.
†c-a`-d que toutes les composantes irre´ductibles ont la meˆme codimension.
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4 Filtration des groupes de cohomologie a` support
Dans toute cette partie, X sera une varie´te´ comple`te et re´gulie`re (pour le
groupe G).
Soit L un fibre´ en droites G−line´arise´ sur X. On va filtrer les groupes
de cohomologie de L a` support dans une B−orbite Ω de X. Notre but
est d’obtenir, comme gradue´s associe´s des g−modules tre`s particuliers : des
groupes de cohomologie de fibre´s en droites sur un espace homoge`ne G/H et
a` support dans uneB−orbiteBH/H, avec un sous-groupeH de G contenant
T . Pour ces groupes de cohomologie, le support BH/H est un espace affine
et on peut calculer leur caracte`re comme T−modules. De plus, lorsque G/H
est une varie´te´ projective (c-a`-d une varie´te´ de drapeaux), ces modules sont
des repre´sentations familie`res de g : des modules de Verma ge´ne´ralise´s.
En fait, on ne s’attaque pas directement aux groupes de cohomologie
a` support dans les B−orbites. On e´tudiera d’abord la cohomologie a` sup-
port dans les cellules de Bialynicki-Birula (dont on rappelle la de´finition
ci-dessous) : pour obtenir les filtrations voulues, c’est plus commode. En-
suite, on passera au cas ou` le support est une B−orbite. Enfin, on verra
qu’on aboutit au cas e´voque´ ci-dessus, avec G/H projective, lorsque tous
les T−points fixes de X sont dans une G−orbite ferme´e (comme on l’a vu,
cette dernie`re condition est satisfaite par la compactification re´gulie`re X).
4.1 Les cellules et les orbites des varie´te´s re´gulie`res
Dans les varie´te´s re´gulie`res, les cellules de Bialynicki-Birula jouent un roˆle
remarquable ; elles permettent notamment de parame´trer les B−orbites et,
on les utilisera aussi pour les filtrations de groupes de cohomologie a` support.
∗ ∗ ∗
L’ensemble des points fixes de T dans X est fini. Notons le XT . Il existe
un sous-groupe a` un parame`tre ζ (de T ), dominant (c-a`-d tel que pour tout
α ∈ ∆, 〈α, ζ〉 ≥ 0) et dont les points fixes, dans X, sont aussi fixe´s par T
(cf. par exemple [BB73, lemme 2.3]).
Fixons pour toute cette partie un tel ζ.
Pour chaque x ∈ XT , la cellule de Bialynicki-Birula
X(x) := {y ∈ X : lim
a→0
ζ(a).y = x}
est une sous-varie´te´ de X, isomorphe a` un sous−T−module de TxX, l’espace
tangent a`X en x (cf. [BB73]). Si Z est une sous-varie´te´ ferme´e etG−invariante
de X, on notera Z(x) := X(x) ∩ Z la cellule de Bialynicki-Birula de Z as-
socie´e a` x et a` ζ. Ces sous-varie´te´s X(x) (et Z(x)) sont B−invariantes car,
pour tout b ∈ B, la limite
lim
a→0
ζ(a)bζ(a−1)
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existe et appartient a` T . De´sormais, on appellera simplement cellules les
cellules de Bialynicki-Birula associe´es aux points de XT et a` ζ.
∗ ∗ ∗
On peut retrouver les B−orbites de X graˆce aux cellules. En effet,
d’apre`s [BL, §2.1 p. 219 et pro. du §2.3], d’une part l’intersection d’une
cellule et d’une G−orbite de X est soit vide soit une B−orbite ; d’autre
part, on obtient ainsi toutes les B−orbites de X.
4.2 Filtration de la cohomologie a` support dans les cellules
Soit D l’ensemble des diviseurs limitrophes de X (ce sont les composantes
irre´ductibles de X \ X0G, cf. la de´finition 1, p. 5). Soit x ∈ X
T . Pour
e´tudier les groupes de cohomologie a` support dans les cellules, notre me´thode
consiste a` filtrer selon l’ordre d’annulation le long des diviseurs limitrophes.
Et, pour se ramener a` de la cohomologie sur G · x et a` support dans B · x,
on utilisera notamment que : X(x) ∩G · x = B · x.
Soit Z une sous-varie´te´ ferme´e, G−invariante et irre´ductible, de G.X(x)
qui contient x. On notera z(x) la codimension de la cellule Z(x) dans
X et b(x) celle de l’orbite B · x dans l’orbite G · x. D’apre`s le the´ore`me
3.1, pour tout faisceau M localement libre et de rang fini sur X, on a :
H iZ(x)(M) = (0) si i 6= z(x). Le the´ore`me suivant concerne le groupe de
cohomologie a` support H
z(x)
Z(x)(M).
The´ore`me 4.1 Soit M un faisceau cohe´rent, localement libre et G˜−line´arise´
sur X. Pour tous m ≥ −1, n ≥ 0, on note Mmn le faisceau
⊕
E
M(E) ou` E
de´crit l’ensemble des diviseurs de la forme :∑
D∈D
Z⊆D
(mD + 1)D −
∑
D∈D
x∈D,Z 6⊆D
nDD
avec des entiers mD, nD ≥ 0 ve´rifiant :
∑
DmD = m et
∑
D nD = n.
Alors, avec ces notations, on a une filtration de g−modules :
H
z(x)
Z(x)(M) =
⋃
m≥−1, n≥0
Fmn ,
de´croissante selon l’indice n, telle que, pour tous m,n ≥ 0, on ait : F−1n =
(0) ,
⋂
n≥0
Fmn = F
m−1
0 et dont les quotients successifs sont :
Fmn /F
m
n+1 = H
b(x)
B · x(M
m
n |G · x ) .
Remarques :
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1.— Dans la suite, on appliquera ce the´ore`me a` des faisceaux inversibles
sur X.
2.— Si on supprime l’hypothe`se ≪ G˜−line´arise´ ≫, on perd seulement le
caracte`re g−e´quivariant de la filtration.
3.— On a note´ pour tout diviseur D de X, M(D) le faisceau M⊗
OX
OX(D).
De´monstration : Pour tout sche´ma X ′, le signe ∨ symbolisera le dual
des OX′−modules. On emploiera aussi les notations suivantes : pour tous
ferme´s Z1 ⊆ Z2 de X,
• IZ1/Z2 le faisceau d’ide´aux de de´finition de Z1 dans Z2 (et parfois, pour
abre´ger : IZ1 := IZ1/X) ;
• NZ1/Z2 :=
(
IZ1/Z2/I
2
Z1/Z2
)∨
le faisceau normal de Z1 par rapport a` Z2
(cf. [Ha97, de´f. du §8.19]) ;
• ωZ1/Z2 :=
∧z2−z1 NZ1/Z2 le faisceau canonique de Z1 par rapport a` Z2,
lorsque Z1 et Z2 sont lisses et irre´ductibles, de dimensions respectives
z1 et z2 (cf. [Ha66, de´f. b) p. 141]).
On notera enfin Sp la puissance syme´trique p−ie`me.
∗ ∗ ∗
Remarquons pour commencer que, d’apre`s [B98, th. du §1.4, ii)], G.Z(x) =
Z et que, d’apre`s [BB96, de´but du §2.4], on a des de´compositions en fais-
ceaux inversibles :
NZ/X
∣∣
G·x =
⊕
D∈D,D⊇Z
OX(D)
∣∣
G·x
NG·x/Z
∣∣
G·x =
⊕
D∈D
D∋x,D 6⊇Z
OX(D)
∣∣
G·x
ωZ/X
∣∣
G·x = OX
 ∑
D∈D,D⊇Z
D
∣∣
G·x .
1.— Cas ou` Z = X
On a alors : M0n
∣∣
G·x = M ⊗ S
nN∨
G·x/X
. On va filtrer selon l’ordre
d’annulation le long de G · x : on remarque, effectivement, que : M =⋃
n≥0
M⊗ In
G·x
d’ou` :
H
z(x)
Z(x)(M) = lim−→
n≥0
H
z(x)
Z(x)(M⊗
OX
In
G·x
) .
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On va voir que cette limite directe est en fait une re´union (croissante) et on
va en de´terminer les quotients successifs. Pour tout n ≥ 0, on a une suite
exacte courte :
0→M⊗
OX
In+1
G·x
→M⊗
OX
In
G·x
→M⊗
OX
SnN∨
G·x/X
→ 0
d’ou` l’on de´rive une suite exacte :
(∗) 0→ H
z(x)
Z(x)(M⊗ I
n+1
G·x
)→
H
z(x)
Z(x)(M⊗ I
n
G·x
)→ H
b(x)
B·x (M⊗ S
nN∨
G·x/X
)→ 0 .
En effet, comme Z(x) est une sous-varie´te´ affine et lisse de X, d’une
part, on de´duit du the´ore`me 3.1 que pour i 6= z(x), H iZ(x)(M ⊗ I
n
G·x
) = (0)
et, d’autre part, comme Z(x) et G · x se coupent proprement dans Z = X
( cf. [B98, ii) du th. du §1.4]), avec Z(x) ∩ G · x = B · x, et NG·x/X est
localement libre sur G · x, on a de meˆme :
∀ i 6= z(x), H iZ(x)(M⊗ S
nN∨
G·x/X
) = H iB·x(M⊗ S
nN∨
G·x/X
) = (0) .
Pour terminer, en se servant de (∗), il ne reste plus qu’a` poser : F 0n :=
H
z(x)
Z(x)(M⊗ I
n
G·x
) pour n ≥ 0. On ve´rifie aussi que :
⋂
n≥0
H
z(x)
Z(x)(M⊗ I
n
G·x
) = (0) .
En effet, on peut majorer les caracte`res des groupes de cohomologie a` sup-
port dans une cellule. On montre ainsi que les poids du tore T˜ dans le
T˜−module H
z(x)
Z(x)(M ⊗ I
n
G·x
) se de´calent quand n croˆıt et que chacun finit
par disparaˆıtre quand n tend vers l’infini (cf. [T, th. II.3.2]).
∗ ∗ ∗
2.— On se rame`ne au cas de l’e´tape pre´ce´dente
D’apre`s [BB96, pro.2.5], la varie´te´ Z (comme toute adhe´rence deG−orbite)
est encore re´gulie`re. Notons z sa codimension dans X.
Puisque Z(x) ⊆ Z, graˆce a` [G67, th. 2.8] et a` [Ke78, lem. 8.5.d)], on a :
H
z(x)
Z(x)(M) = lim−→
m≥0
H
z(x)−z
Z(x)
(
ExtzOX (OX/I
m
Z ,M)
)
.
Cette limite directe est encore une re´union croissante. En effet, on tire de
la suite exacte courte :
0→ SmN∨Z/X → OX/I
m+1
Z → OX/I
m
Z → 0
22
une autre suite exacte de faisceaux :
0→ ExtzOX (OX/I
m
Z ,M)→ Ext
z
OX
(OX/I
m+1
Z ,M)→ Ext
z
OX
(SmN∨Z/X ,M)→ 0.
Or, puisque le faisceau SmN∨Z/X est localement libre sur Z, on a, d’apre`s
[Ha66, pro. III.7.2] :
ExtzOX (S
mN∨Z/X ,M) = ωZ/X ⊗ S
mNZ/X ⊗M
qui est un faisceau localement libre sur Z.
Donc, en posant Fm := H
z(x)−z
Z(x)
(
ExtzOX (OX/I
m
Z ,M)
)
, on obtient une
filtration croissante H
z(x)
Z(x)(M) =
⋃
m≥0
Fm de quotients succesifs :
Fm+1/Fm = H
z(x)−z
Z(x) (ωZ/X ⊗ S
mNZ/X ⊗M) .
On peut alors appliquer la 1e`re e´tape a` la varie´te´ re´gulie`re Z et au faisceau
localement libre : ωZ/X ⊗S
mNZ/X ⊗M. On trouve pour tout m ≥ −1, une
filtration de´croissante Fm+1/Fm =
⋃
n≥0 F
m
n . Puisque M
m
n
∣∣
G·x = ωZ/X ⊗
SmNZ/X ⊗M⊗ S
nN∨
G·x/Z
, on a :
∀m,n, F
m
n /F
m
n+1 = H
b(x)
B·x (M
m
n |G·x ) .
On conclut la de´monstration en prenant pour Fmn le releve´ de F
m
n dans
Fm+1 (m ≥ −1).
Q.e.d.
∗ ∗ ∗
Soit Ω une B−orbite de X, et b sa codimension. On va maintenant
exprimer les groupes de cohomologie a` support dans Ω a` l’aide de groupes
de cohomologie a` support dans une certaine cellule. Pour cela, on va utiliser
que l’orbite Ω est l’intersection de la G−orbite G.Ω et d’une cellule X(x).
Ici, le point x est la limite lim
a→0
ζ(a).y pour un y quelconque de Ω (cette limite
est inde´pendante du y choisi).
Notons ZΩ l’adhe´rence de la G−orbite G.Ω et D la somme des diviseurs
limitrophes contenant x mais non Ω. Dans le the´ore`me pre´ce´dent, on a
e´tudie´ les groupes HbZΩ(x)(M) pour un faisceau localement libre M sur X.
Ils apparaissent dans la filtration de la proposition suivante :
Proposition 4.2 Soit M un faisceau cohe´rent, localement libre et G˜−line´arise´
sur X.
Alors, on a une filtration croissante de g−modules :
HbΩ(M) =
⋃
k≥0
HbZΩ(x)(M(kD)) .
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De´monstration :
Puisque G.Ω = ZΩ \ D, on a : G.Ω = ZΩ(x) ∩ (X \ D). Or si on note
j : X \ D →֒ X l’inclusion canonique, on a :
lim
−→
k≥0
M(kD) = j∗M
∣∣∣X \D .
Or, j est un morphisme affine (il suffit de le ve´rifier pour chaque diviseur
limitrophe, qui est lisse) ; d’ou` :
HbΩ(M) = H
b
j−1(ZΩ(x))
(M
∣∣∣X \D ) = HbZΩ(x)(j∗M∣∣∣X \D ) = lim−→
k≥0
HbZΩ(x)(M(kD)).
En outre, les morphismes :
HbZΩ(x)(M(kD))→ H
b
ZΩ(x)
(M((k + 1)D))
sont injectifs pour tout k ≥ 0 (car chaque composante irre´ductible de D
coupe proprement ZΩ(x) dans ZΩ).
Par conse´quent, on a la filtration voulue. Q.e.d.
4.3 Suites de composition
Soit L un faisceau G˜−line´arise´ sur X. On suppose encore que Ω est une
B−orbite de codimension b dans X. En ge´ne´ral, les g−modules HbΩ(L ) ne
sont pas de type fini. Ne´anmoins, ils admettent parfois une de´composition
naturelle en somme directe de g−modules de longueur finie. C’est ce que
nous allons maintenant e´tudier.
Soit Z(g)′ l’ensemble des caracte`res centraux du centre Z(g) de U(g).
Rappelons (cf. [Di, §7.8.15]) que si M est un g−module et si χ ∈ Z(g)′, on
peut de´finir, par re´currence, une suite croissante de sous-g−modules de M
en posant :
M0χ := (0) , ∀n > 0, M
n
χ := {m ∈M : ∀ z ∈ Z(g), z.m−χ(z)m ∈M
n−1
χ } .
On appelle la re´union croissanteMχ :=
⋃
n≥0
Mnχ l’espace propre ge´ne´ralise´
de poids χ de M . Remarquons que les Mχ sont en somme directe lorsque χ
de´crit Z(g)′.
On reprend ici les notations du paragraphe 1.2.2 sur G˜, B˜, etc. On sup-
posera dans cette partie que L est un faisceau G˜−line´arise´.
Pour chaque caracte`re central χ conside´rons l’espace propre ge´ne´ralise´(
HbΩ(L )
)
χ
.
Suivant [Ke78, pp. 373, 374, 384], les groupes HbΩ(L ) sont des g −
B˜−modules ; c-a`-d que l’action de l’alge`bre de Lie de B (par retriction de
celle de G) ≪ s’inte`gre ≫ en une action rationnelle de B˜. D’apre`s [Di,
§7.8.15] (cf. aussi [T, annexe C1]), il s’ensuit :
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Lemme 4.3 Comme g−modules :
HbΩ(L ) =
⊕
χ∈Z(g)′
(HbΩ(L ))χ ✷
On va montrer (proposition 4.6) que les espaces propres ge´ne´ralise´s(
HbΩ(L )
)
χ
sont des g−modules de longueur finie lorsque le point x fixe´
par T et associe´ a` la B−orbite Ω (c-a`-d l’unique x tel que Ω = G.Ω∩X(x))
appartient a` une G−orbite ferme´e de X. Ce genre d’orbites Ω pre´sente
un avantage : dans les filtrations des groupes HbΩ(L ) obtenues a` la section
pre´ce´dente, ce sont des groupes de cohomologie de faisceaux sur l’orbite G·x
qui interviennent comme quotients successifs, et cette orbite est une varie´te´
de drapeaux. Ces groupes de cohomologie sont, dans ce cas, des g−modules
qui ont un caracte`re central connu, c’est ce que l’on rappelle, entre autres,
dans la section qui suit. Par conse´quent, en fixant un caracte`re central χ,
on obtiendra, graˆce au the´ore`me et a` la proposition 4.1 et 4.2, une filtration
explicite de l’espace propre ge´ne´ralise´ correspondant :
(
HbΩ(L )
)
χ
. Cette
filtration se trouvera eˆtre une suite de composition finie (cf. la proposition
4.6).
Mais d’abord rappelons quelques g− B˜−modules particuliers :
4.3.1 Les modules de Verma ge´ne´ralise´s
Soit Q un sous-groupe parabolique de G contenant B−. Si L ⊇ T est le
sous-groupe de Levi correspondant, de racines postives Φ+L , on notera
WQ := {w ∈W : ∀ α ∈ Φ+L , w(α) > 0} .
Ainsi, les B−orbites de la varie´te´ de drapeaux G/Q sont les :
BwQ/Q : w ∈WQ .
Remarque : Pour tout w ∈ WQ, l(w) est la codimension de BwQ/Q
dans G/Q.
D’un autre coˆte´, tout caracte`re λ de Q˜ de´termine un unique faisceau L ,
inversible et G˜−line´arise´ sur la varie´te´ G/Q (c’est celui pour lequel Q˜ ope`re
via λ dans la fibre L
∣∣∣Q/Q ). Nous le noterons LG/Q(λ). Le lemme suiv-
ant de´crit les groupes de cohomologie a` support H
l(w)
BwQ/Q(LG/Q(λ)) comme
g−modules.
Pour l’e´noncer, notons, pour tout caracte`re λ ∈ X˜, χλ le caracte`re central
avec lequel le centre Z(g) ope`re dans tous les g−modules engendre´s par un
vecteur de plus haut poids λ (cf. [Di, pro. 7.4.4]).
The´ore`me 4.4 ([Br, §3, pro. 3] et [BB82, pro. 3.5]) Pour tout caracte`re
λ de Q˜, le g− B˜−module
H
l(w)
BwQ/Q(LG/Q(λ))
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• admet χλ comme caracte`re central ;
• a une suite de Jordan-Ho¨lder (finie) ;
• a w ∗ λ comme plus haut poids.
De´finition 4 On notera MwQ(λ) le g−module H
l(w)
BwQ/Q(LG/Q(λ)).
Remarque : Il re´sulte du the´ore`me 4.4 que le g−module MwQ(λ) a un
G˜−module comme sous-quotient simple si et seulement si w∗λ est dominant.
De plus dans ce cas, le seul sous-quotient simple qui est un G˜−module est
L(w ∗ λ) et sa multiplicite´ est 1.
Si Q = B−, MwB−(λ) est le module de Verma w−tordu M
w(λ) de plus
haut poids w ∗ λ de´fini dans [FF, §2.2].
4.3.2 Quand le support est une orbite de rang maximal
La notion d’orbites de rang maximal est de´finie par exemple dans [B01, §3].
En fait, ce sont exactement les B−orbites Ω de X telles que la G−orbite
G · x du point limite :
x = lim
a→0
ζ(a).y (∀ y ∈ Ω)
est ferme´e dans X (cf. [B01, §3, th. 3]).
On suppose dans ce paragraphe que Ω est une B−orbite de rang maximal.
Pre´cisons quelques notations supple´mentaires avant d’e´noncer et de de´montrer
notre re´sultat sur les suites de composition des g−modules
(
HbΩ(L )
)
χ
.
Soit Q le sous-groupe parabolique de G contenant B− associe´ a` X :
c’est le sous-groupe parabolique oppose´ a` P , le stabilisateur de la B−orbite
ouverte de X ; de plus, toutes les G−orbites ferme´es de X sont isomorphes
a` G/Q (cf. [BB96, §2.2] et [B98, §1.4]). Puisque le point x := lima→0 ζ(a).y
(pour tout y ∈ Ω) est dans une G−orbite ferme´e de X, il existe un unique
w ∈ WQ tel que w.x soit un point fixe de Q (dans X). Notons wΩ ce w et
zΩ ce point wΩ.x. Les faisceaux inversibles sur X sont de´termine´s par leur
restriction aux orbites ferme´es de X et donc par leurs fibres en les points
fixes de Q dans X. Pour tout faisceau inversible et G˜−line´arise´ sur X, L ,
soit pΩ(L ) le caracte`re avec lequel le groupe Q˜ ope`re dans la fibre L |zΩ .
Avec ces notations, il est imme´diat que :
Lemme 4.5 D’une part :
b(x) := codim(B · x,G · x) = codim(BwΩQ/Q,G/Q) = l(wΩ)
et d’autre part, pour tout faisceau L inversible et G˜−line´arise´ sur X, on a
l’isomorphisme de g−modules :
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H
b(x)
B·x (G · x,L |G·x ) ≃M
wΩ
Q (pΩ(L )) ✷
Pour un diviseur B−invariant D de X, on notera pΩ(D) le caracte`re
pΩ(OX(D)).
∗ ∗ ∗
Gardons les notations pre´ce´dentes. Si χ est un caracte`re central, l’ensemble
des caracte`res ν ∈ X˜ tels que χν = χ est une classe de X˜ modulo l’action ∗ de
W (cf. [Di, pro. 7.4.7] ; notons la W ∗ χ. Du the´ore`me et de la proposition
sur les filtrations 4.1 et 4.2, on de´duit la :
Proposition 4.6 Soit encore D l’ensemble des diviseurs limitrophes de X.
On conside`re les parties suivantes de l’ensemble des caracte`res de Q :
IΩ := {pΩ(D) : D ∈ D,D 6⊇ Ω}
JΩ := {pΩ(D) : D ∈ D,D ⊇ Ω} .
Alors, pour tout faisceau L , inversible et G˜−line´arise´ sur X et pour
tout caracte`re central χ ∈ Z(g)′, le g−module
(
HbΩ(L )
)
χ
admet une suite
de composition finie :(
HbΩ(L )
)
χ
= F0 ⊃ F1 ⊃ . . . ⊃ FN ⊃ (0)
dont les quotients successifs sont a` permutation pre`s les :
MwΩQ (λ) : λ ∈ (pΩ(L ) + ZIΩ + Z>0JΩ) ∩W ∗ χ .
Remarque : En particulier, les g−modules
(
HbΩ(L )
)
χ
sont de longueur
finie.
De´monstration :
Graˆce au the´ore`me 4.1 et a` la proposition 4.2, et avec leurs notations,
on obtient une filtration infinie de g−modules :
HbΩ(L ) =
⋃
m≥−1,n,k≥0
Fm,kn
dont les quotients successifs sont :
H
b(x)
B·x (M
m
n (kD)|G·x ) (m ≥ −1, n, k ≥ 0) .
Lorsque (m,n, k) varie dans Z≥−1 × Z≥0 × Z≥0, a` l’aide du lemme 4.5,
on obtient comme quotients successifs les g−modules :
MwΩQ (λ)
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ou` λ de´crit l’ensemble pΩ(L ) +ZIΩ+Z>0JΩ. (Remarquons que si zΩ /∈ D,
alors pΩ(D) = 0.)
Maintenant, prendre la χ−ie`me composante
(
HbΩ(L )
)
χ
revient a` ne
garder, parmi ces g−modules que ceux qui sont de caracte`re central χ :
c-a`-d tels que : χλ = χ, ou encore λ ∈W ∗ χ.
Le fait que chaque module de Verma ge´ne´ralise´ apparaˆıt au plus une
fois dans la suite de composition est une conse´quence de l’inde´pendance
Z−line´aire des caracte`res pΩ(D), D ∈ D (cf. [B98, pro. A1, iv)]). On
obtient une suite de composition finie car chaque ensemble W ∗ χ est fini.
Q.e.d.
∗ ∗ ∗
4.3.3 Application
En conse´quence de la dernie`re proposition, on trouve le re´sultat suivant sur
la structure des g× g−modules H
l(w)+l(w0)
BwB− (OG) pour tout w ∈W :
Proposition 4.7 Soient G est un groupe re´ductif et connexe sur C (avec
les notations de la p. 3) et w un e´le´ment du groupe de Weyl. Alors
H iBwB−(OG) = (0), pour i 6= l(w) + l(w0), et les espaces propres ge´ne´ralise´s
non nuls de H
l(w)+l(w0)
BwB− (OG) sont associe´s aux caracte`res centraux χλ,−λ,
λ ∈ X˜. Chaque tel espace propre Hwλ (associe´ a` χλ,−λ) a une suite de com-
position finie de g× g−modules :
Hwλ = F0 ⊃ F1 ⊃ . . . ⊃ FN ⊃ (0)
ou`, a` permutation pre`s, les Fi/Fi+1 sont les :
Mw(µ)✷×M(−µ)∗ , µ ∈W ∗ λ .
Remarque : On a note´M(−λ)∗ le dual restreint deM(−λ), le module
de Verma de plus bas poids λ (cf. par exemple le paragraphe qui pre´ce`de la
proposition 6 de [Br]).
De´monstration : Choisissons une compactification re´gulie`re X de G
et appliquons la proposition 4.6 . Aucun diviseur limitrophe ne contient
l’orbite BwB−. Ainsi, suivant les notations de la proposition pre´ce´dente :
IBwB− = {pBwB−(D) : D ∈ D} , JΩ = ∅ .
De plus, d’apre`s [B98, pro. A1, iv)], le re´seau engendre´ par les caracte`res
pBwB−(D), D ∈ D, est aussi le re´seau engendre´ par les T × T−vecteurs
propres de l’espace des fonctions rationnelles sur T (ou sur T ). C’est donc
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: {(λ,−λ) : λ ∈ X}. Q.e.d.
∗ ∗ ∗
Dans les deux dernie`res parties, on notera U et U− les sous-groupes
unipotents maximaux de B et B−.
5 Fin de la de´monstration du the´ore`me principal
D’apre`s [B98, pro. A1, iv)], dans les compactifications de groupes re´ductifs,
toutes les B ×B−−orbites sont de rang maximal.
On peut donc appliquer la proposition 4.6 dans ce cas.
Apre`s avoir rappele´ une parame´trisation des B×B−−orbites de X (5.1),
on va se sevir de la section pre´ce´dente pour e´liminer une grande partie des
termes du complexe de Grothendieck-Cousin (cf. la section 3.2) qui ne
contribuent pas dans le calcul des multiplicite´s des groupes de cohomologie
H i(X,Lh) (lemme 5.2). On exprimera alors ces multiplicite´s a` l’aide de
groupes de cohomologie a` support dans certaines B ×B−−sous-varie´te´s de
X (the´ore`me 5.3). Enfin, on pourra exprimer, a` leur tour, ces groupes de
cohomologie a` support simplement en fonction de la restriction de Lh a` la
varie´te´ torique T ∩X0, d’e´ventail E
+ (5.4), et arriver ainsi a` la formule du
the´ore`me 2.1.
5.1 Les orbites dans la compactification
Pour parame´trer les B × B−−orbites de X, on utilise les cellules et les
G×G−orbites.
On choisit une fois pour toutes un sous-groupe a` un parame`tre ζ de
T × T , dominant relativement a` B ×B− et tel que tous les points fixe´s par
ζ le soient aussi par T × T .
D’apre`s [B98, pro. A1], les points fixes de T × T sont dans les G ×
G−orbites ferme´es. Ce sont donc les points (w, t).zσ avec (w, t) ∈ W ×W
et σ un coˆne maximal de E+ (rappelons que zσ est le point-base associe´ au
coˆne σ et que lorsque σ de´crit E+, l’ensemble des coˆnes maximaux, zσ de´crit
l’ensemble des points de X fixe´s par B− × B). Les B × B−−orbites de X
sont de`s lors les intersections non vides parmi les :
Ow,t,σ := O ∩X((w, t).zσ)
ou` O est une G×G−orbite de X, et X((w, t).zσ) est la cellule de Bialynicki-
Birula associe´e au point (w, t).zσ et au sous-groupe a` un parame`tre ζ (cf. la
section 4.1).
29
Pour la compactification magnifique Gad, il n’y a qu’un seul coˆne max-
imal : C+. On notera Xad(w, t) la cellule de Bialynicki-Birula associe´e a`
(w, t).zC+ et a` ζ.
On se servira plus loin de l’ouvert X0 forme´ des x ∈ X tels que l’orbite
B ×B− · x est ouverte dans G×G · x (si X = Gad, c’est la cellule ouverte).
Plus ge´ne´ralement, on de´finit les releve´s des cellules de Gad dans X : suivant
[B98, Pro. A2], comme X est re´gulie`re, la surjection canonique G ≻≻ Gad
se prolonge en un morphisme G ×G−e´quivariant π : X → Gad. Pour tous
w, t ∈W , soient X(w, t) := π−1(Xad(w, t)).
Posons aussi :
S(w, t) :=
(
(w−1, t−1).X(w, t)
)⋂
T ∩X0
(si w = t = 1, alors : X(1, 1) = X0 et S(1, 1) = T ∩X0).
Ces varie´te´s ve´rifient :
Lemme 5.1 ([BL, §1.2 et 2.3]) Soient w, t ∈W . Alors :
• X(w, t) est une sous-varie´te´ ferme´e de (w, t).X0 ;
• S(w, t) est une sous-varie´te´ ferme´e de T ∩X0, forme´e des s ∈ T ∩X0
tels que la limite quand a tend vers 0 de :
(w−1, t−1)(ζ)(a).s
existe dans T ∩X0 ;
• on a la de´composition en B ×B−−orbites :
X(w, t) =
⊔
O G×G−orbite
σ∈E+ maximal
Ow,t,σ ;
• l’application :
wU × tU− × T ∩X0 −→ X
(a, b, s) 7−→ (a, b).s
induit des isomorphismes de varie´te´s alge´briques :
wU × tU− × T ∩X0
≃
→ (w, t)X0
(wU ∩ Uw) × (tU− ∩ U−t) × S(w, t)
≃
→ X(w, t)
✷
∗ ∗ ∗
Le dernier point du lemme a pour conse´quence que, pour tout faisceau
inversible et G˜ × G˜−line´arise´ sur X, on a un isomorphisme de faisceaux
T˜ × T˜−line´arise´s :
Lh|X0 ≃ OU✷×OU−✷×Lh
∣∣∣T∩X0 .
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5.2 Calcul des multiplicite´s des groupes de cohomologie a`
support dans les orbites
Soit Ow,t,σ une B × B
−−orbite de X de codimension i. On s’inte´resse
aux sous-quotients simples (comme g × g−modules) de dimension finie de
H iOw,t,σ(Lh) et a` leur multiplicite´. On de´duit de la proposition 4.6 p. 27 le :
Lemme 5.2 Soit L un G˜× G˜−module simple. Si la multiplicite´[
H iOw,t,σ(Lh) : L
]
n’est pas nulle, alors : w = t et il existe un caracte`re µ ∈ X˜+ tel que
L = End(L(µ)).
De´monstration : Soit χ le caracte`re central du g× g−module L.
D’apre`s la proposition 4.6, si le g × g−module
(
H i
Ow,t,σ
)
χ
a une multi-
plicite´ non nulle selon L, alors il en est de meˆme pour un g× g−module de
la forme :
Mw(hσ + δ)✷×M
t(−hσ − δ)
ou` hσ est le poids de la droite Lh|zσ et, pour un certain diviseur G ×
G−invariant D de X, δ est celui de la droite OX(D)|zσ . Il est ne´cessaire,
aussi, que :
(w, t) ∗ (hσ + δ,−(hσ + δ)) ∈W ∗ χ .
Soit (λ1, λ2) le plus haut poids de L relativement a` B × B
− (c-a`-d que
λ1 et −λ2 sont dominants). On a alors :
w(hσ + δ + ρ) ∈W (λ1 + ρ) et t(−hσ − δ − ρ) ∈W (−λ2 − ρ)
d’ou` : W (λ1+ ρ) =W (λ2+ ρ) et : λ1 = −λ2 car λ1+ ρ ainsi que −(λ2+ ρ)
sont dominants et re´guliers. En conse´quence, L = End(L(λ1)).
D’un autre coˆte´, pour que le g×g−moduleMw(hσ+δ)✷×M
t(−hσ−δ) ait
un G˜×G˜−module parmi ses sous-quotients simples, il faut que w(hσ+δ+ρ)
et t(hσ+δ+ρ) soient dominants re´guliers (cf. la remarque apre`s le the´ore`me
4.4). Cela entraˆıne que :
w(hσ + δ + ρ) = t(hσ + δ + ρ) = λ1 = λ2
et que : w = t. Q.e.d.
Graˆce au complexe de Grothendieck-Cousin, il re´sulte imme´diatement
de ce lemme que, pour tout i ≥ 0, les repre´sentations simples de G˜× G˜ qui
apparaissent dans la de´composition du G˜×G˜−module H i(X,Lh) sont de la
forme End(L(µ)) pour un certain µ ∈ X˜+. Ce lemme montre aussi que, dans
le complexe de Grothendieck-Cousin et en vue du calcul des multiplicite´s des
31
modules End(L(µ)) dans les groupes de cohomologie H i(X,Lh), on peut se
passer des termes de la forme H i
Ow,t,σ
(Lh), avec w 6= t. On se rame`ne
ainsi, dans la section suivante, a` une e´tude des groupes de cohomologie a`
support dans les varie´te´s X(t, t), t ∈ W . Cette e´tude est plus facile que
l’e´tude directe des groupes H i(X,Lh) car, graˆce au lemme d’excision, on
peut remplacer X par n’importe quel ouvert qui contient X(t, t).
5.3 Simplification de l’expression des multiplicite´s des groupes
de cohomologie
Avec les notations de la section pre´ce´dente (5.1), on a :
The´ore`me 5.3 Pour tout i ≥ 0 et tout µ ∈ X˜+ :[
H i(X,Lh) : End(L(µ))
]
=
∑
t∈W
[
H i
X(t,t)(Lh) : End(L(µ))
]
.
De´monstration : Soit L un G˜× G˜−module simple.
Suivant le the´ore`me 3.2, pour tout i ≥ 0, H i(X,Lh) est le i−e`me groupe
d’homologie du complexe de Grothendieck-Cousin :
K∗ : 0→ K0
d0
→ K1
d1
→ . . .→ KdimX → 0
ou` pour chaque p ≥ 0, Kp est la somme directe :⊕
O,w,t,σ
Hp
Ow,t,σ
(Lh)
indexe´e par les B ×B−−orbites de X de codimension p.
∗ ∗ ∗
Les applications dp de´finissent des morphismes (de g× g−modules) :
dΩ,Ω
′
: HpΩ(Lh)→ H
p+1
Ω′ (Lh)
pour toutes paires d’orbites Ω,Ω′ de codimensions p et p+ 1.
Si, dans le complexeK∗, on ne garde que les termes de la formeHOt,t,σ(Lh)
(d’apre`s le lemme 5.2, ce sont les seuls qui puissent avoir une multiplicite´
non nulle selon L), alors on obtient un nouveau complexe :
0→ K0F → K
1
F → . . .
ou`, pour tout p ≥ 0 :
KpF :=
⊕
O,t,σ
Hp
Ot,t,σ
(Lh) .
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Les diffe´rentielles de ce complexe ont pour composantes les dΩ,Ω
′
ou` Ω et Ω′
sont des B ×B−−orbites de la forme Ot,t,σ.
De plus, on a :
∀ i ≥ 0, [hi(K∗) : L] = [hi(K∗F ) : L] .
∗ ∗ ∗
Pour des raisons de support, si un morphisme dΩ,Ω
′
est non nul, alors on
a :
Ω′ ⊆ Ω et codim(Ω′,Ω) = 1 .
Or, graˆce a` la description des adhe´rences des B × B−−orbites de X de
[B98, th. du §2.1] et [Sp, pro. 2.4], on peut montrer le :
Lemme 5.4 ([T, pro. V.3.6]) Soient O,O′ des G×G−orbites de X, w,w′ ∈
W et σ, σ′ des coˆnes maximaux de E+.
Alors, si :
O′w′,w′,σ′ ⊆ Ow,w,σ et codim(Ow′,w′,σ′ ,Ow,w,σ) = 1 ,
on a : w = w′ ✷
En conse´quence, le complexe K∗F se de´compose ainsi :
K∗F =
⊕
t∈W
K∗(t)
avec :
∀ p ≥ 0, ∀ t ∈W, Kp(t) =
⊕
O,σ
Hp
Ot,t,σ
(Lh) ;
il en re´sulte aussi que :
∀ i ≥ 0 , [hi(K∗F ) : L] =
∑
t∈W
[hi(K∗(t)) : L] .
∗ ∗ ∗
Or, si t ∈W , on reconnaˆıt en K∗(t) le complexe de Grothendieck-Cousin
associe´ a` Lh et a` la filtration :
X ⊇ X(t, t) ⊇ Z0t ⊇ Z
1
t ⊇ . . .
par les ferme´s de X(t, t) de´finis par :
∀ i ≥ 0, Zit :=
⊔
O,σ
dimOt,t,σ≤dimX(t,t)−i
Ot,t,σ .
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De`s lors, d’apre`s le the´ore`me 3.2, on a des isomorphismes de g×g−modules
:
∀ i ≥ 0, ∀ t ∈W, hi(K∗(t)) ≃ H i
X(t,t)(Lh) .
∗ ∗ ∗
En re´sume´, si i ≥ 0, alors :
[H i(X,Lh) : L] = [h
i(K∗) : L] = [hi(K∗F ) : L] =
∑
t∈W
[hi(K∗(t)) : L]
=
∑
t∈W
[H i
X(t,t)(Lh) : L] .
Q.e.d.
5.4 Re´duction au cas torique
Pour conclure, il reste a` de´terminer les multiplicite´s[
H i
X(t,t)(Lh) : End(L(µ))
]
lorsque t ∈W .
On va se ramener a` au calcul du caracte`re d’un groupe de cohomologie
a` support d’un faisceau inversible sur une varie´te´ torique.
Graˆce aux isomorphismes du lemme 5.1, on a un isomorphisme de T˜ ×
T˜−modules :
H i
X(t,t)(Lh) ≃ H
l(t)
tU∩Ut(OUt)✷×H
l(t)
tU−∩U−t(OU−t)⊗H
i−2l(t)
S(t,t) (Lh
∣∣∣T∩X0 ) .
Et, en utilisant les isomorphimes de T˜−modules suivants (cf. [Ke78,
lem. 12.8] ou [Ku, lemme 3.16] pour les deux premiers) :
H
l(t)
tUt−1∩U (OtUt−1) ≃M(tρ− ρ)
(le module de Verma de plus haut poids tρ− ρ)
H
l(t)
tU−t−1∩U−(OtU−t−1) ≃M(−tρ+ ρ)
(le module de Verma de plus bas poids −tρ+ ρ), et
H
i−2l(t)
S(t,t) (Lh
∣∣∣T∩X0 ) ≃⊕
ν∈X˜
mνCν
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(pour certains entiers mν
† ), on obtient un isomorphisme de T˜×T˜−modules
:
H i
X(t,t)(Lh) ≃
⊕
ν∈X˜
mν
(
M(t(ν + ρ)− ρ)✷×M(−(t(ν + ρ)− ρ))
)
.
Mais, comme les caracte`res des g× g−modules simples L (a` plus hauts
poids) sont Z−line´airement inde´pendants, on trouve que, pour tout car-
acte`re µ ∈ X˜+, la multiplicite´s selon End(L(µ)) de H i
X(t,t)(Lh) ve´rifie :[
H i
X(t,t)(Lh) : End(L(µ))
]
=
∑
ν∈W∗µ
mν [M(t(ν + ρ)− ρ) : L(µ)]
= mt−1(µ+ρ)−ρ
(cf. la remarque qui suit le the´ore`me 4.4).
De`s lors, pour tout i ≥ 0 et pour tout µ ∈ X˜+, on a :[
H i(X,Lh) : End(L(µ)
]
= mµ +
∑
t∈W, t6=1
mt−1∗µ .
∗ ∗ ∗
Enfin, on ve´rifie que les varie´te´s toriques T∩X0 et T∩X0\S(t, t) ont pour
e´ventails : E+ avec |E+| = C+ et un ensemble E+t avec |E
+
t | =
⋃
α∈J
t−1
α⊥∩C+.
La formule de [O88, th. 2.6] (cf. aussi [T, th. II.4.2]) permet alors
d’exprimer les entiersmt−1∗µ en fonction de h et des sous-espaces topologiques
C+ et
⋃
α∈Jt α
⊥ ∩ C+ de Y
R
.
Cela ache`ve la de´monstration du the´ore`me 2.1.
∗ ∗ ∗
En fait, pour la cohomologie des fibre´s en droites sur les varie´te´s toriques,
la me´thode du complexe de Grothendieck-Cousin aboutit directement a` une
formule qui fait intervenir la cohomologie d’Ishida (cf. [T, th. II.4.4]).
Je remercie mon directeur de the`se, Michel Brion, pour sa relecture at-
tentive et patiente, et pour les ame´liorations et corrections qu’il m’a fait
apporter aux premie`res versions. Un grand merci e´galement a` Syu Kato
pour les bons e´changes que nous avons eus.
†On conside`re H
i−2l(t)
S(t,t)
(Lh
∣∣
T∩X0
) comme un T˜−module graˆce a` l’action de T˜ × {1}
sur T ∩X0 et sur S(t, t).
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